LA LEZIONE

Lo spazio delle fasi in meccanica classica
La descrizione dinamica di un punto materiale con un solo grado di liberta soggetto a
forze avviene esplicitando la funzione x(t). Essa € determinata univocamente a partire
dalle condizioni iniziali di posizione e velocita x(0), v(0) e dalla espressione della forza.
Una descrizione alternativa al problema dinamico e l'utilizzo dell’energia: vediamolo nel
caso dell’oscillatore armonico. Una molla che si muove senza attrito lungo la direzione
X orizzontale, ha un’energia cinetica mv?/2 e un’energia potenziale elastica kx?/2 (k € la
costante elastica della molla). Se gli effetti gravitazionali sono completamente
trascurabili come pure gli attriti I'energia meccanica E € allora costante. In simboli:
mv?/2+ kx?/2=E. Il moto descritto dall’'equazione precedente & periodico con periodo
T=2n(m/k) . Se si utilizza la pulsazione o=2x/T allora la conservazione dell’energia
meccanica puo essere riscritta nella forma seguente, non dipendente esplicitamente dal
tempo:

mv3/2+ m o 2 x?/2=E.

Generalizzando, possiamo considerare I'energia E del sistema unidimensionale come
una funzione di due coordinate (la posizione q e la quantita di moto p=mv) che
soddisfano I'equazione:

p?/2m+ mo? q*/2=E.

E facile riscrivere la funzione precedente nella forma:
pz/ pzmax+ qz/ qzmax =1
avendo posto p?max=2ME e g%max=2E/ m o .

Nel piano (q,p) l'insieme dei punti a energia costante di un oscillatore armonico sono
rappresentati da un ellisse, la cui area A corrisponde al prodotto © Qmax Pmax (Qmax € Pmax
rappresentano i semiassi dell’ellisse).

Si ricava cosi:
A= n(2mE) *(2E/ mw?) "= 2 nE/ w = ET = E/f.

L'area (costante) ¢ il prodotto dell’energia per il periodo dell’oscillatore o in modo
equivalente il rapporto tra I'energia e la frequenza. Lo spazio delle coordinate (q,p) &
chiamato spazio delle fasi. Ogni punto dello spazio individua lo stato del sistema. Se |l
moto & periodico il punto descrive una curva chiusa che si ripete regolarmente. L'area
delimitata da questa curva € chiamata azione'! € ha come unita di misura il prodotto
dell’'unita dell’energia e dell’'unita del periodo (joule secondo)
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fig.1 L’area delimitata dalla curva dell’oscillatore armonico unidimensionale nello spazio delle fasi.

! Nei testi universitari spesso si preferisce parlare di integrale di azione.


http://www.fisica.unige.it/index.php?option=com_docman&task=doc_view&gid=136&Itemid=61

Se invece di un oscillatore unidimensionale consideriamo un pendolo nel limite delle
piccole oscillazioni ancora & possibile? con un opportuna scelta delle coordinate (angolo-
pulsazioni) applicare le equazioni precedenti ed ottenere

A = E T=E 2x(l/g) "

e darne un’estensione nel caso di variazioni infinitamente lente della lunghezza del filo
I. Se, ad esempio, viene fatto un lavoro per accorciare il filo del pendolo, I'aumento
dell’energia compensa la riduzione del periodo in modo tale da conservare I'azione. Per
le trasformazioni ideali (adiabatiche) si puo scrivere:

E(t) 2n[I(t)/g] *=costante.

Se il pendolo non puo essere considerato solo per piccole oscillazioni i punti che lo
descrivono nello spazio delle fasi sono piu complessi e si passa a figure aperte che
variano in funzione del rapporto g/I.
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fig 2 Un pendolo nello spazio delle fasi (angoli pulsazioni)

Infine sempre per rimanere a un oscillatore se si considera l'attrito, la curva nello
spazio delle fasi € a spirale verso |'unico punto di equilibrio stabile del sistema.
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fig 3 Un oscillatore smorzato nello spazio delle fasi

Le prime teorie dei quanti e l'oscillatore quantistico

Agli inizi del Novecento l'interpretazione di alcuni fenomeni come ad esempio
I'estrazione di elettroni da un metallo illuminato da una particolare radiazione avviene
attraverso alcune ipotesi dovute ad Einstein: il rapporto tra energia e frequenza della
radiazione & costante (E/f=costante), la luce & composta non da onde ma da quanti

2 Al proposito si pud vedere il libro citato di Sigrifido Boffi di Meccanica analitica p. 13.


http://www.fisicachimica.it/oscillatore.htm
http://www.df.unipi.it/~cella/ueg/uegbook.pdf

elementari, la costante € uguale alla costante h, chiamata da Planck quanto d’azione
nelle sue ricerche sulla statistica della radiazione.?

L’ipotesi di Einstein-Planck che I'energia di un risonatore quantistico possa variare solo
per salti hf € applicata con successo agli spettri dell’atomo di idrogeno da Bohr. La
quantizzazione dell’energia € facilmente reinterpretabile nel dominio dello spazio delle
fasi. Immaginiamo un oscillatore quantistico unidimensionale descritto dall’equazione*:
p?/2m+ m o * g*/2=nhf. Nello spazio delle fasi il sistema alle diverse energie & descritto
da ellissi sempre piu grandi. La prima delle quali delimita un’area pari a h, la seconda
2h e cosi via. Per ogni coordinata e momento generalizzato non vi € un‘area piu piccola
della costante di Planck, che rappresenta una sorta di limitazione alle misure. La stessa
quantita (il quanto d’azione) si ha tra due curve successive dell’oscillatore.

fig 4 Per l'oscillatore quantistico unidimensionale I’'area minima nello spazio delle fasi
é pari alla costante di Planck

Lo spazio delle fasi quantistico al variare di un parametro non € quindi continuo, ma
granulare (discreto) e le dimensioni minime dello spazio delle fasi di un oscillatore
unidimensionale dipendono dal quanto di azione h.

La generalizzazione dei metodi precedenti, per cercare di applicare la teoria a sistemi
piu complessi, € realizzata da Sommerfeld e Wilson nel 1916.

Le regole di quantizzazione per sistemi con un solo grado di liberta risulta -come spiega
Born- "applicabile anche a sistemi con piu gradi di liberta. [...] L’estensione [...] dipende
dal fatto che in molti casi si possono introdurre delle coordinate qi,q.,... tali che i
momenti ad esse associate hanno la proprieta che p; dipende solo da q., p. solo da g: e
cosi via. Sistemi di questo tipo sono chiamati [a variabili] separabili. In generale, si
tratta di sistemi multiperiodici. In questo caso il moto si puo risolvere nella
sovrapposizione di vibrazioni periodiche semplici e relative armoniche (le cosiddette
figure di Lissajous). Come esempio, consideriamo il caso di un movimento piano in cui
le coordinate cartesiane oscillano con due frequenze f; e f,. Se f; fosse uguale a f; la
traiettoria sarebbe un cerchio, un‘ellisse o una retta, a seconda della relazione di fase.
Se il rapporto f,/f> € un numero razionale, abbiamo ancora orbite chiuse. Se f; e f> sono
incommensurabili, cioé se il loro rapporto € un irrazionale, la curva non si chiude, bensi
riempie gradualmente il rettangolo costituito dal campo di variabilita delle coordinate.
Per i moti multiperiodici, in generale, [...] si avranno tante condizioni di quantizzazione
quanti sono i periodi[...]"

31l valore oggi accettato per la costante di Planck & 6,62606 107 joule secondo.
4 0Oggi si aggiunge al termine multiplo della frequenza un valore iniziale pari a hf/2.
5 Born, Fisica atomica pp. 154-155. L'autore impiega al posto della lettera f per la frequenza il simbolo v.
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Primi cenni al dualismo onda corpuscolo

Illuminando con luce laser una piccola apertura circolare posta al centro di uno
schermo opaco, si puo raccogliere I'immagine del foro (un puntino luminoso) su un
secondo schermo. Riducendo il diametro dell’apertura circolare sullo schermo possono
apparire una serie alternata di zone illuminate e buie circolari. La diffrazione & legata al
principio di indeterminazione: cercando di fissare la posizione esatta dei fotoni
(riducendo le dimensioni del foro) aumenta l'indeterminazione nello spettro dell’energia
dei quanti di luce (quantita di moto) rilevabili sulla superficie illuminata.

fig 5 Immagine della diffrazione della luce
attraverso un foro

Oggi & possibile ottenere la diffrazione non solo di fotoni aventi lunghezza d’onda
dell’ordine dei centinaia di nanometri (1 nm=10°m), ma anche di particelle massive
prive di struttura come |'elettrone o di molecole come il fullerene composto da sessanta
atomi di carbonio.

fig 6 Struttura del fullerene
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fig 7 Apparato per la rilevazione della diffrazione delle molecole di fullerene
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Nell'apparato sperimentale (frutto delle ricerche del gruppo viennese coordinato da
Anton Zeilinger) si utilizza una griglia (reticolo di diffrazione) composto da parti
“opache” spesse 50 nanometri e distanti I'una dall’altra sempre 50 nanomettri.

Il risultato del passaggio delle molecole di fullerene attraverso questa griglia € una
figura di diffrazione che € analoga al caso della luce.
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fig 8 Figura di diffrazione del fullerene

Ma qual € la lunghezza d’onda caratteristica di una molecola avente una quantita di
moto p? La risposta & legata all’espressione introdotta da de Broglie® negli anni venti
per l'elettrone Lss=h/p, dove il pedice richiama il nome del fisico francese. Oggi a ogni
particella & possibile associare un‘onda cosi come ogni onda puo0 essere pensata
costituita da entita elementari. La duplicita della visione passa attraverso termini
corpuscolari p = mv per particelle dotate di massa (o il rapporto E/c per particelle come
i fotoni) e un termine ondulatorio la lunghezza d’onda di de Broglie Age.
Nell’esperimento di Zeilinger I'ordine di grandezza della lunghezza d’onda del fullerene
& di soli pochi picometri (1pm=10"? m) mentre quella degli elettroni di bassa energia
(utilizzati ad esempio nelle prime esperienze di diffrazione di particelle in cui la griglia &
sostituita dai piani del reticolo di un cristallo) e di qualche decina di nanometri.

piani cristallini

fig.9 Schema dell’interpretazione dell’eperimento del 1927
sulla diffrazione degli elettroni

% L"autore utilizza invece delle regole di quantizzazione di Sommerfeld, una variante dovuta ad Einstein, qui
non & possibile esplicitare in modo sufficientemente elementare e breve la sua derivazione.


http://www.dsf.unica.it/~colombo/Dispensa%20di%20Meccanica%20Quantistica.pdf
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Per concludere, la tabella che segue da I'ordine di grandezza della massa, della velocita
delle particelle e della lunghezza d’onda di de Broglie in alcuni esperimenti di
diffrazione.

elettroni | 1027

neutroni | 10°2% | 200 — 2000 | 200 — 2000

‘atomi | 1003 10—20 | 800 — 1000 |

' molecole | 102! 2_5 | 100 — 250 |

fig.10 Tabella esperimenti diffrazione particelle
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